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摘 要 :在 不 使 用 李 亚 普 诺 夫 直 接 法 的 情况 下 ,研究 了 一 个 二 阶 微分 -积分 方程 的 渐 近 稳定 性 。 
用 李 亚 普 诺 夫 直 接 法 处 理 方程 零 解 的 浙 近 稳定 性 遇 到 了 严重 的 困难 。 而 本 文 利用 不 动 点 定理 ， 
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当 微 分 -积分 方程 有 无 界 的 
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方程 的 零 解 的 渐 近 稳定 性 问题 ,其 结果 不 但 解除 了 以 往 对 无 穷 时 滞 的 严格 限制 ,而 且 也 明显 减少 对 函数 g 的 限制 。 
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Asymptotic stability of a second order integro-differential equation via fixed 


point theory 
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CAbstract; In this paper. the asymptotic stability of a second order differential integral equation is studied without using lya- 
b :Diinov direct method. When differential integral equations have infinite terms or time delay is unbounded, it is difficult to use 


Lyapunov direct method to solve the asymptotic stability of zero solution of differential integral equations. In this paper. by 


‘using the fixed point theorem, we obtain the necessary and sufficient conditions for the asymptotic stability of the zero solu- 


„Tion of a class of neutral second order differential integral equations with infinite delay. Then the fixed point theorem not on- 


yasolves the asymptotic stability problem of the zero solution of the second order differential integral equation, but also re- 


diéves the previous strict restriction on infinite delay, and significantly reduces the restriction on function g . 
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= 100 多 年 来 ,Liapunov 直接 法 一 直 是 处 理 常 微分 
方程 和 泛 函 微分 方程 稳定 性 和 有 界 性 最 常用 的 方法 。 
但 是 ， 当 方程 有 无 界 的 项 或 者 时 滞 是 无 界 的 2 ,或 
者 时 滞 的 导数 不 小 岂 ,这 时 利用 Liapunov 直接 法 证 
明 微 分 -积分 方程 的 稳定 性 问题 时 遇 到 了 严重 的 困 
难 。 近 年 来 , 多 位 专家 如 Becker, Burton £15211 利 
用 不 动 点 定理 可 以 克服 这 个 困难 。 而 且 运 用 不 动 点 
理论 解决 稳定 性 等 问题 还 有 其 他 条 件 的 优势 。 
最 近 ，Burton9 讨论 了 下 列 方 程 零 解 的 稳定 性 
Fr I +bQg(at—L)) =0, 
其 中 工 是 一 个 正常 数 , 利 用 不 动 点 定理 得 到 了 每 个 
fra) 满足 (a(t) ra) > 0 的 充分 条 件 。 
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接着 ,Pi 研究 了 带 有 一 个 变 时 滞 的 方程 

TEF di tbag =a) =0, 
FFR TAE t — a) 严格 递增 前 提 下 方程 零 解 的 渐 近 稳 
定性 。 而 且 要 求 ga) 满足 :存在 7 > 0 使 得 g(x) 
满足 在 [一 上, 四 上 的 Lipschitz 条 件 ; g(x) 在 [一 7/， 
lj 上 是 奇 函数 和 严格 单调 递增 的 ; x 一 g(x) FE LO, 
1] 上 不 递减 。 

2015 年 , Pit 中 讨论 了 下 列 方程 

元 十 JE 之 ) 元 十 0OCG)sGCZzG 一 rtD))) 十 

ci) 之 人 址 一 rz)) 一 0， 

样 得 到 了 在 上 一 zr() 严格 递增 前 提 下 方程 零 解 的 渐 
近 稳 定性 。 并 且 要 求 g (x) 满足: g (0) 一 0,g (x) 和 
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g (ZX) 一 xz 满足 在 局 部 Lipschitz 4 
常数 工 使 得 
ete eg) |=. 2) ys Voor E l-i]. 
本 文 讨 论 了 一 类 二 阶 微分 一 积分 方程 
天 十 大 GZ HF +bQgag)) + 
| eG sg Ges)ds + 


d(tg'(a@—rt)))x'@—rt)) =0 A) 
的 渐 近 稳定 性 
方程 (1) 可 以 写成 


条 件 , 即 存在 一 个 正 


Ey 
y=—A(y—ob( g(r(t))C— 


4 4 (2) 
| | kG sg @GeglaG)ds — 


d(t)g’(a(t—r(t)))a’G@ —r@)) 
FE. AG) :一 ftwz(t) ,y(t))。 对 于 任意 的 4 > 
OMA p(t) ECCo0,to],R), FLA WERK II | aE 
Ser loll =sup{| g(s) |: =< s <t} M 
ol 代表 R 上 $3 的 上 确 界 。 JEG, y, 
D) 简 记 为 (x (0,y (4))， 


品 ) 接 下 来 列 出 一 些 基 本 的 定义 和 主要 结果 。 它 的 
地 节 中 给 出 。 

1 定义 和 引 理 

NI ! 

AH TRC AEE 的 一 些 基本 定义 和 


条 件 。 

SK 定义 1 MENERA > 0, FEO, 
i: eee EC) Al lle ll 二 6 时 ， 
rgi (1) 由 初始 条 件 o 确定 的 解 aG top) 对 一 切 
t Pio HA (a stop) <e 则 称 方程 (1) 的 零 解 是 
稳定 的 。 

定义 2 ”如果 方程 (1) 的 零 解 是 稳定 的 , 且 存 在 
01 一 9 (to) 使 得 

g(t) ECOD lell 过 0 成立, HRA ¢>+ 
co 时 , 满足 初始 条 件 的 解 (Ca sty 9) HA (Ca, 
toop) 一 0。 称 方程 (1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 1 假设 下 列 条 件 成 立 ， 

CH1): Whi KZ r) :lime —r(t) = Fil c(t) 

二 次 可 微 的 和 r“ G) 关 1。 存 在 一 个 常数 M > 0， 


使 得 
|o@) |<M, |d@i< Ten Go| <M, 
d(t) / 
x 
aa =e 
成 立 
(CH2):g(0) =0,g X) 满足 Lipschitz 条 件 : 对 
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于 任意 的 w,vER， bss aie Lipschitz HL >0, 
使 得 | g(z) gw) |XL |u—v | 成 立 ; 
(H3): 当 卫 是 一 个 正常 数 时 , 核 函数 


| kadus, [| ko | duds <teo, 


supl 1 | k Cw) | dw | g(a(v)) | dv <T; 


1>0 
CHa): 对 于 三 0 连续 函数 (5):[to, +09) 
>R 
| hCG) du 00,2 +00, 
存在 一 个 常数 a € 0,1) A— PEE PHM a): 
R°> Rt 使 得 当 t 之 0,x € R,y ER 时 eszyy) 
Sat), 


a One +| 


十 hWw)du 


| d—r'G))hG —r(s)) | ds + 
并 | si | Cv) | duldu + 
O u—t(u) 


Le ae) C= | Cer ea t 


orfe OP du +2Lf'e s cc. | 
A konf ( L ; y 


其 中 1 一 6Q) =C(t). 


0, WRJ >Q., 有 | Alu)du =a]. 
那么 方程 (1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 当 且 仅 当 
| ed 一 cz 一 co 


注 1 显然 , 首先, 上 述 定理 并 没有 像 文献 L7] 和 
[8 一 样 要 求 z 严格 递增 。 其 次 , 对 于 函数 g (x) 的 
限制 也 比 文献 L7J 和 L8jJ 中 的 少 , 定理 1 是 对 之 前 工 
作 的 改进 和 推广 。 


2 定理 1 的 证 明 


利用 不 动 点 理论 证 明和 定理 1。 
引 理 1 方程 (1) 等 价 于 
y= 一 AGd)y 二 CDgCzGD)) 一 
Ef Acokcodugcco)d 一 
dg (rz(t—r rr)) G) 
证 明 计算 方程 (2) 的 第 二 项 得 
d t 


F i k(u)dug (< (s))ds = | k(t 一 S)gGCzG))ds + 


首先 列 出 解 的 表 


| kaduga). w) 
根据 条 件 H3,(2) 的 第 二 个 方程 可 以 写成 (3)。 
引 理 2 假设 gp:( 一 00,to] > R 是 给 定 的 可 微 的 


f h(v)du t joida 0 
page" +] Ore h= | 


a, AW) dv ik 


to—t(t0) 


Cw) g(x (v))dv) du +] e 


|! nerd X -f Aww dta) 
e e y 
T= T (to JÊ 


一 | hw)dv 
at 


FAN BH AEA — Bd BAD D TEE E E PE 


to ty) 


-f hw dv 
i 


IVES 从 
函数 ,如 果 Gya) 是 方程 (2) 在 Lzu, 十 se) 上 
的 一 个 解 ， 有 初始 条 件 zz) = o(t).t E (一 co,to] 和 
y(to) S= ito), BA ce) 是 下 面积 分 方程 的 一 个 解 


| 


0 


h(wo) do t 一 h(w)du 
h(s)x(s)ds Xe ° = Ee x 


e I i ie (| k (w)dw) g (xv) do | du 十 


Gao — 04) de + | had — frod] hz du) ds + 


让 a see i CO) g (xo) do | dies 


fa 0 


nese [row | (fe cwrdw) ga) do] du + 


| ( 
gee [| A(s Houk (| Clog (xv) Jdu) ds du + | htm (1 一 rz G))CGs 一 
| 


eee 由 Aot (f 六 keoaugcecoy)d) ds] du — 


d(u) 


to 


e 
ai 
È. 
=f h(v)du =f h(v)dv | & [awa 
el er du +f oe TOD yg (als — rC) dsdu, (5) 
© 
N 


0 


| ye) Hoel Eg xG—rG eG—r( dsdu, 


2 A dy ò 
Bt) =2())e ° A 而 
DN — 注意 到 
guvar ORTONE: sy) Fd (ses) | i [row azi 7 
[ris Jie (f h(x (adn) ds = 


Pog 方程 (3) 应 用 常数 变易 法 得 
Av) du 


r =B) Cora" ds — 


= toe ap (u) dug (a (v)) duds 一 


le noe de as — 2 2 @ — 2 Gs, 


0 


(6) 
EBRI e O", WREAK Be 积分 有 
zomp f koa a 
| Boe Hd +| An Gree sa 


i fow | ' Jaos JR = 


了 to -f h(wdo 
| acozcod 一 | h(s)a(s)ds Xe ° = 


o tg) 


| ioe (| hardu) (8) 
和 


t Wc Jdu 
= 


IG 
x cio 1 
ite 


he 一 frod 


分 部 积 4 


u 一 Ade d 


e 一 < (| CO)gCG))d) d| du = 


Ir oe Soe ie e [incre 


to 


ial 


ot Ug 


a 
(| Cog (eo) dv) d] de 
9) 


| goef ge af | kw) dwg (x (v)) dv) dsdu = | it ilies k Cw) dwg CCo))du| du — 


to ds 


0 


0 


| | a wah Ja fe (| 一 k(w)dw) g(x (v) do | du — 


| se iF Ae | kw) dwg (xv) dv) ds | du, (10) 
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并 且 
ol “| 二 MR ye GrG De Cy 
t -S ncwrdo dl ) 
t(s))dsdu = | Í. ie t(u)))du 一 
a 


k Cu 
1 [i row -| i AC) du 
e xe 
1 


0 


HG ase S T(to)) du 一 


j pp in Cd dye; 

(11) 

把 方程 (8) 一 (11) 代入 到 (7), 得 到 方程 (5)。 引 理 
2 得 证 。 

&CC, |X Il) BL. co) 上 带 有 上 确 界 范 数 的 

AR FLEE KZ Banach 空间 。 即 g E (Lm(),°°), 


一 | htv)du t (Cv) dy 
IDO =p +] Be ds _|" 


af Cg (ev) dv) du +] om xe | 
= to—r(to) to 


0 


Dw fi Aod a 
| © —r (ty) 
| 2i hw du 

N 
S 

© k 

N 


foto 


R), | ¢ || s=sup{| ¢@) |: E Im@).~)}, thet 
是 在 完全 度量 空间 Cmt), œ), R), d) 中 进行 的 
研究 , 其 中 d 代表 上 确 界 度量 
dC$1,82) = || di — $2 ll ,$1 +62 E (io ,°°),R), 
对 于 给 定 的 连续 初始 函数 pg, 定义 集 C, CC 为 
Cs={$:Lto,°) >R | $ E C6) =e), 
t E (一 cz]} 

ees 
Cp = {bit —>R |$ ECM = pt), t E (一 co， 
而 小 aa Cs 本 身 是 一 个 Banach 空间 。 

定理 1 的 证 明 : 

RIME. S P 为 定义 在 C* 上 的 映射 : PHE = 
ot), 其 中 t E (一 0,to] 和 8 ECL. MRE St, EM 
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we pe -| nord 
h(s)p(s)ds Xe ° -| am x 


a ie J kw) dwg (ew) dv du + 


[ino 
gE 一 ro))dx 十 | GOgG)d 一 E nie (| hp du) ds + 
/ i h(v)dv u 
Gy tee e" _ Cg ($v) do | du — 


es | AoA (S Cogo do)as] uf et e EONA 


to 


GDE GGD dsdu— fo MO*[[ ([ kedwe to))do]au + 


0 


ie [f awot erf 三 pl) dwg ($ (0) dv) ds | du =| a 


a t= v)du 16 
Eu, e Tino Bao ea le 
to i=1 


OTa E (P$)(1) 一 0。 由 于 $$ € 
C, WR4t 一 十 co 时 ， 有 | a(s)ds > œ, 那么 


-| h(ado 
sp sa i, I, = (Ye SOF == 
-| h(v) dv 


|" h(s)o(s)ds Xe " 


tot Ug) 


> 0 成立。 注意 到 


t i allah de 
I, =| Bose 1 ds =+) | e j 
to to 
-f A(w)du 
e ° ds 。 


REAO Sga ra) y0) Sat) 全 0 得 
t [ip cdo -f A(v)du t -f Ao) do 
[ee Peete ape rag, 


0 


hl(v)dv 


对 于 给 定 的 se > 0, 存在 Ti 之 Q 十 ,使 得 go en 
a eee XFt>T: Mto <Q<T, Ss 有 


| h(v)dv 
p 


er elu — 


ti 


(12) 
t f; Awa E e aT ant 
o] e ° d< Í e" ° ds ==— (e° '!—e°)< 
Ti oH do 
ern 
<e, 
ay 


%4 t >T 时 ,得 
Ti 一 h(w)de -fi Acree alte hv dv 
e Xe ds =e x 
£ 


0 


T Ps 
Ti | aod =|], Awa 
e` Xe ds 。 
to 


IAM too mt SL Pp -> 0。 同 
理 ， X t >o ht, A LI;I 一 0 成 立 。 那么 


Tn I= |f a fey jE Gu =ru | < 
al ae : Jawi j | gu =ru) | du, 
M t>o Rt, gara0, WELT 


存在 一 个 T > ty E 6G —r@)) <e, 所 以 对 于 

t>T: 有 

| [inodo auo 
e 1 


0 


| | ġ Cu —r(u)) | du = 


T -fi row B 
| fae ee 


0 


i [row | ey | 
rS = 


yey [$m—r tu)) | du < 


e 


|i hodo FT, [row 
h, rel : J 凡生 三 
t(u)) | du+ae. 
因此 , 当 Cope? 时 ， Lise 0。 
可 以 用 同样 的 方法 证 明 当 上 一 上 + ce 时 ,方程 
(12) 中 其 余 的 项 都 趋向 于 零 。 
pTLA, t > +00 BT, (Pg) G 一 0 和 PECy 
ME. 
TOX H4 可 知 P 是 一 个 在 C? 上 的 压缩 映射 , 这 
压缩 常数 是 a。 
缩 映 射 原理 , 我 们 知道 P 在 Cs 中 存在 唯一 一 个 
动 点 x(t1)。 为 了 获得 渐 近 稳定 性 , 我 们 需要 证 明 
4 零 解 是 稳定 的 。 
N 


t 
-| F h(u)du 


Se )。 对 于 
RN © > 0. it 选择 8 二 0(8 <e), MA 
Bf koddi OO) 


to—t(tg) ao 
mK. f° | CQ du +T HLM) < (1—a)e, 


Sine O2) 是 方程 (2) 的 一 个 解 ， 其 中 
Føl Hr Go <8, 那么 对 任意 的 1 宇 to, A x(t) 
<e., 注意 到 当 t € (一 oo0,to] 时 ,有 x(t) 二 e。 如 
REE t >t, fh ac") =e 以 及 当 一 呈 过 ;过 
t” 时 , x(s) <e, 那么 根据 方程 (5) 得 


rt 
° (vdv 


CODIE CESI hadu) KBE! + 


ee -| hv dv Aw 
|2(to) | e” Xe ds + 
fa 
a -f h(v)dv -fi Awa to 
Lé| e” Xe ( CCv) dv ) du + 
to to—r(to 


ral 二 h(v)du -| 区 A(Cu)du 
I6| e Xe du + 
t 


0 


i -| i h(w)d -| Alv)dv d (Lo ) 
tal e ge —;~du +ae. 
ty 1 T Cty ) 
容易 计算 得 到 
va a A@)do +Q -fe Awd 2 J Aw)dv 
| e` ° du = | e ° du +| e ° du < 
to to totQ 


于 不 动 点 理论 的 二 阶 微分 -积分 方程 零 解 的 渐 近 稳定 性 


I IVO 


totQ = fie e 
| du + | gt pe S 
a 10+Q ao 
Mra) <e, XH la’) | 的 定义 矛盾 。 因此 ， 
sa) <e VE toa (13) 
由 方程 (2) 的 第 二 项 得 
ya) =B) -f bogaan as = 


f pefe k(s —u)dug (x (s))dsdu 一 


0 


d 0 
= Ate: ofi 二 Acod 
° 十 | e D(s)g(x(s—rt(s)))ds. 
(14) 
那么 
|yG) I<] 2'@) +], [人 


f a | E 
Ze 


| g(a@@—rt))) | 十 


二 A(w)du 
t 


os | g(x) —tUy))) | du Xe ° 


(ty) 
| gee [DCY ie Gate — 2G) Pah, 
根据 (H1) 得 


|yG) |<] zt) 十 3Mre| ee 'ds +3MLe < 
p 
e 
s| 1+3ML +3ML (Q + r )]. 
所 以 


| zcd) 二 | ye) |<e|2+3ML +3ML(Q+ 


ad: 


因此 , 方程 的 零 解 是 稳定 的 。 而 且 我 们 证 明了 
当 4 一 + 中 时 ,有 z(t) 一 0。 所 以 方程 的 零 解 是 浙 
近 稳定 的 。 完 成 了 充分 性 的 证 明 。 

必要 性 。 要 证 明 | h(sdds=oo, RE] Ad 


<oo, FAC) S00, 那么 存在 一 个 序列 {1,,}, 4 
n 一 co 时 ,局 一 co, 对 于 特定 有 限 值 1 ER, 有 


lim| " hsjds =i 

n>o% 0 

RE EERE We, 使 得 
—s<) hd <é, Vn œl. 


简 记 
oS new)" 


uu 


AG)ds +H a>r uhu mt)) | 十 
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dC latif" Ac Fr 1 Ce) | do) ob + 


让 Pie pee Sets) | det 


u l [iawa L | dtu) | 
r(14f Awe ds) 4 7 oor 
[Aww 


A A(s)e 
由 条 件 (H4) 得 


D(s)|ds. 


rt 
Dh(v) dv 
u 


RY du <a, 
0 


rt 
| ” h(s)ds 


ta C8) ds 
| we du Kae’ 
0 


Kae’. 


所 以 序列 “wcu)el du} 是 有 界 的 。 即 存在 一 
ye 0 

个 收敛 子 序 列 。 为 了 简单 ,我 们 将 这 个 序列 定义 为 
ASE 

5 limf” wd du =$, 


R p E R, BERNESE m 足够 大 ,使 得 


©) ln f h(s)ds Ôo 
© | wu)e" du < pg? Vn =m, 


N a 
HH 9u > 0 满足 


Nif 
—ayQ 


+)"  caddu+P+LM)o, < 
© ao fa A ) 


—ayQ 
€e 


m hw du) 十 max{1,Q 十 ) + 


ao 


e (1—a). 
‘Ce (2) WH 2@) =2(t.9.2'(t,,)), 这 里 
p m/ 一 <a 2G, = +o 当 5 tm 时 ,有 | gs) | 十 


| 2’G) Os 当 # ty, 时 ， 选择 Q> 那么 | x(t) 
<1. 有 


| hv dv 
t 


plt,) + |" Bide E ds — |" h(s)o(s)ds 一 
tin tin tty) 


i, FE hodo Bj Awd y (1, 
[Per xe” (f Cgo) du + 
tn tm Tt ) 


hs js Gi a [| (| kwrdwg (po)) d] du + 


| fi node . -fi Awa d(t,,) ioe 
e e oa — 
i 1r G, )E P 


m 


T(t, ))) du = La, o 
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另外 ,如 果 方 程 (2) 的 零 解 是 渐进 稳定 的 ,那么 
当 上 一 0 时 ,有 zG) 一 0。 假 如 当 2 > Off, 2, — 
由 中 值 定 理 得 


站 | h(s)as)ds 
to =i 


TCE) 一 OO, 


xO)" <l z(b) |. 
tot 
BAM 1, ~ co 时, | x(0) | 一 0。 所 以 
imaa) |" hr)d) =0. 


因此 ,这 与 方程 (15) 矛盾 ,所 以 条 件 H4 是 方程 
(2) 零 解 渐 近 稳定 的 必要 条 件 。 


3 结束 语 


方程 (1) 是 带 有 无 穷 时 滞 的 二 阶 微分 方程 ,如 果 
使 用 李 亚 普 诺 夫 直接 法 来 研究 方程 (1) 的 零 解 的 渐 
近 稳 定性 ,那么 无 穷 时 滞 项 只 能 限定 为 有 界 , 所 以 实 
际 上 不 能 使 用 最 常用 的 李 亚 普 诺 夫 直 接 法 来 证 明 这 
类 方程 零 解 的 稳定 性 。 而 本 文 利用 不 动 点 定理 ,得 到 
了 方程 (1) 零 解 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 。 总 之 ,不 
动 点 定理 不 仅 解决 了 方程 的 零 解 的 渐 近 稳定 性 问题 ， 
并 且 其 结果 解除 了 以 往 对 无 穷 时 沸 的 严格 限制 ,而 且 
也 明显 减少 对 函数 g 的 限制 。 不 动 点 方法 可 以 用 来 
研究 带 有 无 界 的 项 或 者 无 穷 时 滞 的 微分 方程 零 解 的 
渐 近 稳定 性 问题 ,当然 这 里 的 不 动 点 不 局 限于 Ba- 
nach 不 动 点 定理 ,还 可 以 是 Krasnoselskii 不 动 点 定 
理 ,Shauder 不 动 点 定理 等 等 。 
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